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§ �� �%&'&()&
��������������� ������������ �������� �������� ������� ! ����"���# �� ��$

��������� %&��� ' � ���(�����) %*��(' �� ���� ��# ����� ���+�, ����"���� �
������# ��-�� �����. +��(� /������ %0��'� &���� � *�� %�� �� 0��' +��)� ���
��+ ���� # ��)�, ����� # �������� ������ � ��������� ��1������ 2���� ������$
��# ����"���� *��( &���� /�1�(�� ��, � *�� ����� ���(����� +�/�1��������
����"���� �� ��/�1�(���

*(��� ������������. ��� ��+ ���� � /�1� � ��("�� ��)��� %3455657$89:

6;<93=', � ����� ! ��!��� # ����� X1 . . . Xt, ��)����� ������������.����. Y1 . . . Yt

� +�/�1�������� ������������.����. Z1 . . . Zt ��������-�� �����( ��1����( A =
= {0, 1, . . . , n − 1}, �� n � 2� 2������������, ��� /�1������� � ��/�1�������
��������)��� �����������

Zi = c(Xi, Yi), i = 1, . . . , t,

Xi = d(Zi, Yi), i = 1, . . . , t,

��� ��� d(e(Xi, Yi), Yi) = Xi� >(��?�� c � d ��+ ��)��� ������� � ���������� @����
����� � ������� +���)��� �����������

Zi = (Xi + Yi) mod n, Xi = (Zi − Yi) mod n, %�'

���� c(Xi, Yi) = (Xi + Yi) mod n, d(Zi, Yi) = (Zi − Yi) mod n� A ��(��� n = 2 ������$
/���� %�' ��-�� � �. ������������ � ����

Zi = (Xi ⊕ Yi), Xi = (Zi ⊕ Yi), %�'

�� a⊕ b = (a+ b) mod 2�

B�1� � ��("�� ��)��� %�' ��+ ������ /�1��� A������ %��� ������+�� �
���������', ���� ������ ��)����# ������������.����� ������������ � ��+�����$
� , ���� ��� ��-��� ����� k1 . . . kt, ki ∈ A, � ������� P (Y1 . . . Yt = k1 . . . kt) = n−t�
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C��� /�1� ����� ��-�() ���. � ��������1��, ��� ��� �� �����/���� �����$
��� D�E� C�� �+������, ���

P (X1 . . . Xt) = P (X1 . . . Xt |Z1 . . . Zt)

��� ���! X1 . . .Xt ∈ At, Z1 . . . Zt ∈ At, ���� ��1�����.�� ���������������. � ����$
�������� ������ X1 . . . Xt �� �������� ��� �+������� +�/�1�������� ����"����
Z1 . . . Zt� F����.+(� G������) B������, G�� ���#���� ��-�� ����������. � ����

h(X1 . . . Xt) = h(X1 . . . Xt |Z1 . . . Zt),

�� h(X1 . . . Xt) � h(X1 . . . Xt |Z1 . . . Zt) H ��+(������� � (������� G������� ��!�����
����"���� X1 . . . Xt�

0��� ����� ����-������ ���?������ � G���������� ����������, �� �����/��$
��� ����������. /�1�� A������ ����� �����() ����������?�), ������)"()
�� �� G��� �������� ��� ����(�� �+ �+������# ������ B������ HI��������� H
*��#����, ��� ���-����� ����"���# X1 . . . Xt ��� ���./�! t ��-�� ��+���. �� ���
�����J 2h(X1...Xt) ����"���#, ����������� ����� ! ���+�� �� �������� � � �(���
��)� ����� �����?(, � ���-����� �����.� ! ����"���#, �(������� ����������.
����� ! ���+�� � �(�)� 0�� +����, ��� ����� �������� +�/�1�������� ����"����
��������-�� ������( ������-����(, �� ��� ����"���� � G��� ������-����� ���)�
���+��� �����������, ������ ���������� ����! ����"���# ������ G�������?���.��
%��� 2ht, �� h H G������� ��������� ����"���#'� F����� �� G��# ������� 0�� ��
��-�� ���������. ��!����� ����"�����

A �����# ����.� ��������������� ��(��#, ���� ��)����� ������������.����. ��$
��-������ ���?������ � G���������� ���������� � ������ ���������� �� �����$
������� ! � ��+������ ! ��������� 2���+���, ��� ���#���� ����� /�1�� ����)���
� ������������ �� ��� ���+���� � /�1�( A������� K�����, ����+���, ��� � G���
��(��� ���-����� ���+��! �� ����������� ����"���#, �(������� ����������. ����$
� ! ���+�� � �����?�, ������ ��� 2t(h−r), �� ��$���-���( h H G������� ���������,
� r H �+� �������. ��������� ��)��, ������ logn− hkey, �� n H ����� �(�� ��1�$
����, hkey H G������� ��������� ��)��� 0��� �+� �������. ������-����� � �(�),
�� ����� G�������� � � ������������� ���-����� ������-����� � 2ht, ���� � /�1�(
A������� C�� � ��+������ (����-���., ��� /�1� A������ (���#��� � ��� � �����$
������� L������, ��� ��#��� � ��1�����.�� �?����� ������. ���������� �+� $
�������.) ��)����# ������������.�����J ��� ��� ���./�, ��� ���./� �����������
L����� ����� � ����� � ����� 1�����.��� �����������J � ������ ��(��� �+� $
�������. ��������� � ����������� �� �(�.���( HM�#����(, /����� �����.+(�� � �
������ ��1����?�� ��� �������������# �?���� ��+����# ��-�( ���������������
�����������#�

F��������, ���B����� � ����# �����������)"�# ������ D�E �������, ��� N� ����$
����1������# ����� +����� ��������� ������� ����� ��-��������� ������� ���+�
��� ������� /(��O� 2�G���( � �������������# ����� +����� +����� ��/�1����$
��� ������� � 1��.���?�� ��(��#� ! ���?����� ����. ���+��� ��+������ # � ��$
����"�# ����.� ���!�� ���+�� � �������, �����.+����� � � ������ D�E, � ������#
��������������� +����� 1��.���?�� ���?������ ! ���?������

§ �� �*&'%+*),&-.(�& /%&'&()�

��������������� ��(��#, ���� /�1�(�� # ����� X = X1X2 . . . � ���������$
���.����. ��)�� Y1Y2 . . . ��+������� ������()��� ���?������ �� G���������$
�� ���?������ � �������� � ������ � ��1������ A = {0, 1, . . . , n − 1}, n � 2,
� Z = Z1Z2 . . . ������������ ������/����� %�'�

')



C������� B������ m$� ������� � ������.��� G������� +���)��� �����������

hm(X) = − 1

m+ 1

∑
u∈Am+1

PX(u) logPX(u), h(X) = lim
m→∞

hm(X), %�'

�� m � 0, PX(u) H ����������. ���, ��� X1X2 . . . X|u| = u %+���. ������ �����
�("����(�� D�, PE'� L�������� ���-� (�����() G������)

hm(X |Z) = hm(X,Z)− hm(Z), h(X |Z) = lim
m→∞

hm(X |Z). %P'

��� ��(! ������������# �����������# P � Q, ���������� ! �� ��������� ��1�$
���� A = {a1, . . . , an}, n � 2, ���!�-����� �� �(�.���( HM�#����( %��� D�E' ������$
������ ����������

D(P ‖Q) =
∑
a∈A

P (a) log(P (a)/Q(a)).

��� ��(! ���?������ ! ���?����� U = U1U2 . . . � V = V1V2 . . . ���!�-����� ��
�(�.���( HM�#����( m$� ������� � ������.��� ���!�-����� ��������)��� �����$
������

D(U ‖V )m = − 1

m

∑
w∈Am

P (U1 . . . Um = w) log(P (U1 . . . Um = w)/P (V1 . . . Vm = w)),

D(U, V ) = lim
m→∞

D(U ‖V )m.

F+ G��! �������� � %�' ���� �����., ��� ���� V ����-���� ��+������ � � �������$
����� � ������ �+ n$�(������� ��1����� A, ��

D(U ‖V ) = logn− h(U).

C�( �������(, /����� �+�����() � ������ ��1����?�� � ��+ ����() �+� �����$
��.) ���?���� U , �(��� � ���.��#/�� ���+�����. ����+ rU J

rU = logn− h(U). %�'

����� N���+���.O ���?����� �(��� �?������.�� ���!�-������ �� �(�.���( HM�#���$
�(, ������� � �������()"�� ��� ��(��� ��������� � �+� �������.)�

A ������ ��1����?�� /����� �+������ D�, PE ����()"��

K � � � �� � � %B������ HI��������� H*��#����'� ����� U = U1U2U3 . . . �
����	
����� ���
�	����	� ��
����� �
��� ∀ ε > 0, ∀ δ > 0, ��� �
��	 ����
U1U2U3 . . . ���������� n′, ���
� ��
 ��	 n > n′

P

{∣∣∣∣− 1

n
logP (U1 . . . Un)− h(U)

∣∣∣∣ < ε

}
� 1− δ, %�'

��� P (U1 . . . Un) � ���
���
��� U1 . . . Un�

§ 0� �/(�%(�1 *&23-.,+,
K� � � �� � �� ����� ����� X = X1X2 . . . 	 ���� Y = Y1Y2 . . . � �����	�	��

��
���� � �� ��	�
� A = {0, 1, . . . , n − 1}, n � 2, ���	� ��
 ��
���� (X,Y ) =
= (X1, Y1), (X2, Y2), . . . � ����	
����� 	 ���
�	����	�, � Z = Z1, Z2, . . . 
�����!
������ �

��
"��	�� %�'� �
��� � ���
���
���� 1 ��� ��#�
�
 ε > 0 	 δ > 0
���������� ���
� ���
� n′, ��
 ��� ��#�
�
 t > n′ 	 Zt

1 = Z1, Z2, . . . Zt ��������!
�� ��
#����
 Ψ(Zt

1) �����
� ��	� t, ��� �
�
�
�


'*



6' P (Ψ(Zt
1)) > 1− δQ

66' $�� ��#�� X1 = X1
1 . . .X

1
t , X

2 = X2
1 . . . X

2
t 	� Ψ(Zt

1)

1

t

∣∣logP (X1 |Zt
1)− logP (X2 |Zt

1)
∣∣ < ε;

666' lim inf
t→∞

1

t
log |Ψ(Zt

1)| � h(X |Z)�

��� � + � � � � . � � � �� K�� ��� ���?��� (X,Z) �������� ����������������# 1(��$
?��# ���?���� (X,Y ), �� �+ G���������� � ���?���������� ���?���� (X,Y ) ����(��
G���������. � ���?���������. ���?���� (X,Z)�

2���#��� � ���������) ���-����� Ψ(Zt
1)� ��� G��� �������� ������( B����$

�� HI��������� H*��#����, �� ������� +������, ���

h(X |Z) = h(X,Z)− h(Z)

�

logP (X1 . . . Xn |Z1 . . . Zn) = logP (X1 . . . Xn;Z1 . . . Zn)− logP (Z1 . . . Zn).

2������� ����������� %�' � logP (X1 . . . Xn;Z1 . . . Zn), h(X,Z) � logP (Z1 . . . Zn),
h(Z), ������( B������ HI��������� H*��#���� ��-�� +������. ����()"�� ��$
��+��J ∀ ε > 0, ∀ δ > 0, ��� ����� ���! (X1, Z1), (X2, Z2), . . . �("����(�� n

′, ����� ���
��� n > n′

P

{∣∣∣∣− 1

n
logP (X1 . . . Xn |Z1 . . . Zn)− h(X |Z)

∣∣∣∣ < ε

}
� 1− δ. %R'

L��)�� ��� �)� ! ε > 0, δ > 0 � ����� ���! Z �("����(�� ����� n′, ��� ��� t > n′

P

{∣∣∣∣−1

t
logP (X1X2 . . . Xt |Z1Z2 . . . Zt)− h(X |Z)

∣∣∣∣ < ε/2

}
� 1− δ. %S'

L��������

Ψ(Zt
1) = {X = X1X2 . . .Xt : |P (X1X2 . . .Xt |Z1Z2 . . . Zt)− h(X |Z)| < ε/2}. %	'

T��#���� 6' ������ ���������� ����(�� �+ %S'� ��� ����+����.���� ���#���� 66'
+������, ��� ��� X1 = X1

1 . . . X
1
t , X

2 = X2
1 . . . X

2
t �+ Ψ(Zt

1) �+ %S', %	' ���(����

1

t

∣∣logP (X1 |Zt
1)− logP (X2 |Zt

1)
∣∣ � 1

t

∣∣logP (X1 |Zt
1)− h(X |Z)

∣∣+
+

1

t

∣∣logP (X2 |Zt
1)− h(X |Z)

∣∣ < ε/2 + ε/2 = ε.

F+ %	' � ���#���� 6' ���(����

|Ψ(Zt
1)| > (1 − δ)2t(h(X |Z)−ε).

���� ���, ��� G�� � ��������� ��� �)� ! ε > 0, δ > 0 � t > n′, ���(���� ���#$
���� 666'� �
K���� ����+��, ���-����� ��+��-� ! ���/�1����� Ψ(Zt

1) ������ G�������?�$
��.��, �� �(������� ����������. ���+�� � �����?�, � ����������� ���� ��(���
G��� ���-����� ���+�� �� ���������

2���������� ������� ���� ��+��-����. �?����. !������������� /�1�� � ����$
".) (������# G������� h(X |Z)� T���()"�� �?���� �� ����()� � �������� (����$
��# G�������, � ������� �� ��������!, � ������� ! ���"��

'+



T� � � � � � � �� $�� �
��	 ���� Z1Z2 . . . ��������	� �����������

lim inf
t→∞

1

t
log |Ψ(Zt

1)| � h(X) + h(Y )− logn, %��'

h(X |Z) � h(Y ) + h(X)− logn. %��'

� � � � + � � � � . � � � �� F+ !���/� �+������� ������������� h(X,Z) = h(X) +
+ h(Z |X) %��� D�, PE' ���(����

h(X |Z) = h(X,Z)− h(Z) = h(Z |X) + h(X)− h(Z).

���� ���, ��� maxh(Z) = logn %��� D�,PE', �� n H ����� �(�� ��1�����, �+ ������$
��� ��������� ���(����

h(X |Z) � h(Z |X) + h(X)− logn.

F+ ��+���������� X � Y � ����������� /�1�� � ��("�� ��)��� %�' �����, ���
h(Z |X) = h(Y )� L��)�� � ���� �("�� ����������� ���(���� %��'� F+ ���#���� 666'
������ � � ����������� %��' ����(�� %��'� �

%������	�� F����.+(� ����� ��������� ������� �+� ��������, ��-�� � ��+��.

�������. ����� ���-�����
1

t
log |Ψ(Zt

1)| ����()"�� ����+��J

lim inf
t→∞

1

t
log |Ψ(Zt

1)| � h(X)− rY ,

lim inf
t→∞

1

t
log |Ψ(Zt

1)| � h(Y )− rX ,

lim inf
t→∞

1

t
log |Ψ(Zt

1)| � log n− (rX + rY ),

%��'

�� rY = logn−h(Y ) � rX = logn−h(X) H �+� ��������� ����� ���, �+ �����������
�+� �������� %�' � ����������� %��' ���(����

h(X |Z) � h(Y )− rX .

C�� ����������� ��+����)� ������������� �?����. ������� �+� �������� �� ���#$
����. /�1�� � �������-��)� �+����� # � ��������1�� � ������ �����������
1���J (���./���� �+� �������� ��� /��� ����-����. /�1���

A������� �����. � ������( � ������� ���������# �� ��(��#����� ��)����# ��$
����������.����� /�1�� A������� 2(��. /�1�(�� # ����� H X1X2 . . . , Xi ∈ {0, 1},
� �(��. ������������.����. �������� ��)�� Y1Y2 . . . , Yi ∈ {0, 1}, ������(���� ��$
��������, ������ � �� ��������� *���(��� � P (0) = P (1) = 0,5� %U�������, ��)�
Y1Y2 . . . ������(���� ����(��������� ���������� � ������������� �������� P (0) =
= 0,5 − τ , P (1) = 0,5 + τ , �� τ H �����./�� ������' F+ %��' ��-�� �����., ��� ��$
������ ���-����� � ����������� ! ���/�1����� Ψ(Zt

1) ������ G�������?���.��
� ����+������, �� ���./�� h(X) − rY , �� rY = 1 − h(Y ) H �+� �������.� A����,
��� ���� rY ��������� � �(�), �� ��+��� ���-����� � ����������� ! ���/�1$
����� ������-����� � �������� ����������()"�� ���-����� � /�1�� A�������
��#�������.��, h(Y ) = 1, � ����������.��, �+� �������. rY = 0, ��� � /�1��
A������� U�1�����.�� ��-�� ���+��., ��� /�1� A������ (���#��� � �����./��
����������� �� ��(��#����� ��)���
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